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SERIE 4.

¢ Avalueu cada pregunta en punts i mitjos punts, perd no en altres decimals. Ara
bé, dins de cada pregunta podeu utilitzar fraccions de 0,25 punts en els diferents
apartats i després arrodonir la suma total.

e Aquestes pautes no preveuen tots els casos que en la practica es poden
presentar. Tampoc no pretenen donar totes les possibles solucions a un
problema ni tan sols la millor.

¢ Hi haura molts casos concrets en qué sera dificil aplicar els criteris que s’exposen
a continuacid. Apliqueu-los en els casos clars. En els casos dubtosos, feu
prevaler el vostre criteri i sentit comu.

o Penalitzeu els errors simples de calcul amb 0, 0,25 o 0,5 punts segons la
importancia de l'error i el vostre criteri. Els errors de calcul que portin a resultats
incoherents o absurds, penalitzeu-los amb 0,75 o 1 punt. Si I'error és molt
escandalds, podeu puntuar tot I'apartat amb 0 punts.

QUESTIONS

1 1 b
1. Donades les matrius A:(O Cll] i B:(O J, on a i b sén nombres reals,

trobeu els valors de a i b que fan que les dues matrius commutin, és a dir, que fan
que es compleixi A-B=B-A4.

. ) 1 a+b). 1 a+b _
SOLUCIO [2 punts] Tenim que 4-B = 0 { i B-A= 0 ok Pertant, 4 i

B commuten peratot a i b.

X
2. Donada la funcié f(x) =———— es demana:
\S5x® -4

a) calculeu la integral _[f(x) dx;
b) trobeu la primitiva ' de f que compleixi F(1)=1.

soLuclio
a) [1 punt]
1/2
-1/2 1 (5x2—4) 1
[—— T :—jlox (5x* -4) dx=wl/—2+c SVsE-4+C.

b) [1 punt] Per trobar la primitiva que ens demanen, substituim a

F(x)=< L 5 —d4+C: 1= F)= —+C o =24
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La primitiva demanada és F(x) :é 5x° -4 +§.

3. Trobeu els maxims i minims relatius de la funcié f(x)=6x" —15x* +10x’ .

SOLUCIO [2 punts]

Resolem f'(x)=0:

30x* 602" +30x° =0 < 3047 (x’-2x+1)=0 < 30x°(x—1) =0.
Les arrels son x =0; x =1, cada una doble. Per classificar maxims i minims, podem
fer servir els signes de f" al voltant de cada un dels punts candidats a maxim o
minim. En aquest cas, com que f”(x) =30x’ (x—l)2 >0 peratot x, lafuncié és
sempre creixent i, per tant, no hi ha ni maxims ni minims. El criteri de la derivada
segona també es pot fer servir: f"(x) =120x> —180x” +60x = 60x(2x* —3x +1).
Tenim que f"(0)=0i f"(1)=0. Per tant, hem de calcular la derivada tercera,
f™"(x) =360x" —360x+60 = 60(6x2 —6x+ 1) . Tenim f"(0)=0i f"(1)#0,en

consequeéncia, tanta x=0 coma x =1 no hi ha maxims i minims siné que hi ha
punts d’inflexid.
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4. Sigui la parabola y =2x”>+x+1 isigui 4 el punt de la parabola d’abscissa 0. Es

demana:

a) equacio de la recta tangent a la parabola en el punt 4 ;

b) en quin punt de la parabola la recta tangent és perpendicular a la recta que heu
trobat en I'apartat anterior?

SoLUCIO

a) [1 punt] El punt 4 té coordenades (0,1). El pendent de la recta tangent
sera »'(0)=1. Larectatangentés y—1=x.
b) [1 punt] La recta tangent en un punt qualsevol (a,2a2 +a+1)té pendent

y'(a)=4a+1. Per tal que aquesta recta sigui perpendicular a la de I'apartat

1
a) que té pendent 1, s’ha de complir que 1-(4a+1) =-1< a= —5. El punt

demanant, P, té coordenades (—%,1].
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PROBLEMES

5. De tres nombres, x, y i z, sabem el seguent: que el primer més el segon

sumen 0; que el primer més el tercer sumen 1; que la suma de tots tres val 0 i, per
ultim, ens diuen que el primer multiplicat per un nombre & més el doble de la suma
del segon i del tercer dona 1. Es demana:

a) qué podem dir del valor de k ?

b) quan valen els tres nombres?

soLuclo

a) [2 punts] Els nombres han de ser soluci6 del sistema:

X+y =0
X+z = 1
X+y+z =0
kx+2(y+z) = 1

Podem optar per dos maneres de resoldre el problema. Una és resoldre el sistema
format pels tres primeres equacions: x=1; y =—1; z=0. Ara, substituint a la quarta
equacio, tenim que k£ =3.

També podem discutir el sistema segons els valors de k. Si triangulem per Gauss la
matriu ampliada del sistema, tindrem:

1 1T 0(0 1 I 0]0 1 1 0 0
1 0 1]1 0 -1 1|1 0 -1 1 1
0 U 0

1 1T 110 0 0 1]0 0 0 1 0
k2 211 0 2-k 2|1 0 0 4-k|3-k

1 1 0 0 1 1 0 O

0 -1 1 1 0 -1 1| 1

i i
0 O 1 0 0 0 1| O
0 0 4-k|3-k 0 0 0|3-%

Es veu clar que, per tal que el sistema sigui compatible, £ =3.

b) [2punts] Per k =3, el sistema es pot resoldre a partir de la matriu triangulada de
Gauss:

1 1 0/0
x+y =0 = 1
0 -1 1|1 ) 1
= {-y+z = = = -
0 0 1]0 Y Y
z =0 z = 0
0 0 0]0
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6. Una piramide de base quadrada té el vértex en el pla d’equacié z=3. Tres dels
vertexs de la base son els punts del pla OXY : 4=(1,0,0), B=(1,1,0), C=(0,1,0).
Es demana:

a) feu un grafic dels elements del problema. Quines sén les coordenades del
quart vertex de la base, D ?

b) quin és el volum de la piramide? [ Volum = area bas;xaltura

c) siel vertex de la piramide és el punt V' = (a,b,3) ,quina és I'equacio6 de la
recta que conté l'altura sobre la base?

SoLuUcCIO

a) [1 punt]

El vertex D =(0,0,0).
1
b) [1 punt] El volum de la piramide sera Vol:?S'h on S éslareadelabasei

h l'altura sobre aquesta base. En el nostre cas, la base és un quadrat de costat
1, per tant, S =1 i el vértex de la piramide, V', esta sobre el pla z=3 que és
parallel al pla de la base, z=0. La distancia del vértex al pla de la base és
doncs (independentment del lloc on es trobi el vértex) 7 =3. Tenim doncs que

Vol :%‘1-3 =1 unitat de volum.
c) [2 punts] Del vertex de la piramide, V', només sabem que esta sobre el pla
z=3.Pertantel vértex és VV =(a,b,3) i a i bson valors que no podem
precisar. L’equacié demanada sera la d’una recta que passa pel punt (a,b,3) [

és perpendicular al pla z =0, o sigui que té per vector director (0, 0,1) . Larecta
x-a y-b z-3

demanada té per equacié continua 0

#

|Puntueu 1 punt si 'alumne pren un punt concret com a vértex.|

. L’equacio general és:

a

.
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SERIE 1

¢ Avalueu cada pregunta en punts i mitjos punts, perd no en altres decimals. Ara
bé, dins de cada pregunta podeu utilitzar fraccions de 0,25 punts en els diferents
apartats i després arrodonir la suma total.

e Aquestes pautes no preveuen tots els casos que en la practica es poden
presentar. Tampoc no pretenen donar totes les possibles solucions a un pro-
blema ni tan sols la millor.

o Hi haura molts casos concrets en qué sera dificil aplicar els criteris que s’exposen
a continuacié. Apliqueu-los en els casos clars. En els casos dubtosos, feu preva-
ler el vostre criteri i sentit comu.

o Penalitzeu els errors simples de calcul amb 0, 0,25 o 0,5 punts segons la
importancia de l'error i el vostre criteri. Els errors de calcul que portin a resultats
incoherents o absurds, penalitzeu-los amb 0,75 o 1 punt. Si I'error és molt escan-
dalds, podeu puntuar tot 'apartat amb 0 punts.

QUESTIONS

1. Considereu el sistema seguent en funcié del parametre real a:
x—ay
ax+y

a) Discutiu-lo en funcié del parametre a.
b) Resoleu els casos compatibles.

Il
W =

i 1 —-a 1 1 =-a 1
SOLUCIO. [2 punts] Per Gauss, [ " . Per a qualsevol
a 1 3 0 1+4a 3-a
valor de a, el rang de la matriu del sistema és 2 i coincideix amb el de la matriu
ampliada i el nombre d’incognites. El sistema és, doncs, compatible determinat per a
tot valor de a.

1 —a

(O bé, el determinant del sistema és =1+a’ que és sempre diferent de 0. El

a

sistema és, doncs, compatible determinat per a tot valor de a . )
La solucié és:

1 —a 1 1

3 1 1+3a a 3 3—a
x: = N = = .

1 —a| 1+4° 1 —a| 1+d°

a 1 a 1

Puntueu amb 1 punt per la discussio correcta i 1 punt per la solucié correcta
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2. La seguent matriu expressa els preus unitaris, en euros, de quatre articles A, B,
C i D procedents de les fabriques f1, f2 i f3:

34 40 36

11 8 12
P=
23 27 32

25 21 30
Si una comanda ve representada per un vector fila C = (x y z t), que

representa cadascun dels elements del resultat del producte C-P ? Si volem
comprar 25 unitats de A, 30 de B, 60 de C i 75 de D, quina de les fabriques ens
ofereix el millor preu?

SOLUCIO [2 punts] Com que la matriu té 4 files i 3 columnes, és clar que cada
columna representa la fabrica i cada fila el producte. Aixi, una unitat del producte B
de la fabrica 3 té un preu de 12 € (fila 2, columna 3). El producte C- P,

34 40 36

118 12
C-P=(x v 2 03 57 3|7

25 21 30

=(34x+11y+23z+25t 40x+88+27z+21t 36x+12y+32z+30¢)

€s una matriu fila 1x3 i cada element representa el COST de la comanda en cada
fabrica. Pel cas concret C = (25 30 60 75), el cost de la comanda en cada

fabrica és (4435 4435 5430) . En consequéncia, tant la fabrica f1 com la f2 ens
ofereixen el millor preu, 4435€.

Puntueu amb 1 punt per donar la interpretacié correcta a cada element del producte
i 1 punt per la solucié correcta.

x-3 y-1 z+2
-3

3. Trobeu la distancia entre larecta r: i el pla

w:3x+4y+7=0.

SOLUCIO [2 punts] Trobem primer la posicio relativa de la recta i el pla. Com que
el vector normal del pla 7i =(3,4,0) i el vector director de la recta, v =(4,-3,3)

tenen producte escalar, n-v =0, resulta que la recta és o bé paral-lela al pla, o esta
continguda en ell. Com que el punt de la recta (3,1, —2) no pertany a r,
(3-3+4-l+ 7+ O), r i 7 son paral-lels. La distancia entre la recta i el pla sera la de
qualsevol punt de la recta al pla. La distancia de (3,1,-2) (per exemple) al pla és:

w = E = 4 unitats.

N3+ 4
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| Puntueu amb 1 punt per trobar la posicio relativa i 1 punt per la distancia correcta.

4. Un segment d’origen el punt 4 = (—1,4, —2) i extrem B esta dividit en cinc parts
iguals mitjangant els punts de divisié 4,, 4,, 4, i A, (vegeu la figura). Si sabem

que 4, =(1,0,2), quines son les coordenades de B ?

SOLUCIO [2 punts] . Es clar que AB=5-44, ique
A—Al:%-—A;:%-(1+1,0—4,2+2):(1,—2,2).
Per tant, 4B =5-(1,-2,2)=(5,-10,10).

Les coordenades de B son (—1+5,4—10,-2+10)=(4,-6,8).
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PROBLEMES

5. La recta tangent a la parabola y =3—x” en un punt M situat dins del primer

quadrant (x> 0,y >0), talla 'eix OX en el punt B il'eix OY enelpunt 4. Es
demana:
a) feu un grafic dels elements del problema;

b) trobeu les coordenades del punt M que fan que el triangle OAB tingui
area minima.

soLuclio
a) [1 punt]

B
f N
b) [3 punts] Les coordenades del punt M seran M = (a,3—a2), amb a > 0. Com

que la derivada de la funcié en el punt d’abscissa a és y'(a) =—2a, I'equacié de la
recta tangent per el punt M sera

y—(3—a2) =—2a(x—a), que arreglada queda com 2ax+y—3—a’ =0. Els punts

3+a’

d’interseccié amb els eixos seran: B :( :
a

,Oj [ A:(O,3+a2). El triangle
OAB és rectangle i la seva area és:

2 2
'3+a2 (3+a )

-(3+a2) 2a 4a

S:

1
2

(3+a*)(34”-3)

S és funcié de a . Per trobar-ne el minim, calculem S'(a) = > . Els
a

zeros de la derivada son a = £1. Descartem el valor negatiu i examinem el signe de
S’ per valors lleugerament inferiors i lleugerament superiors a 1:
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S'(1-€)<0i S'(1+&)>0, per tant estem davant d’'un minim. Com que

3(3+a’
Y :(2—3), també es pot comprovar que S”(l) > 0. Les coordenades del punt
a

M que ens demanen, son M =(1,2).

Puntueu 1 punt per trobar la recta tangent correctament. 1 punt més per plantejar
correctament la funcié area i trobar el valor de a i un ultim punt per classificar
correctament el minim i donar la soluci6 demanada. Penalitzeu amb 0,5 el fet
d’oblidar calcular les coordenades de M .

6. Considereu la funcié f(x)=4x—x". Es demana:
a) calculeu I'equacio de les rectes tangents a la grafica de f en els punts

d’abscisses x=0 i x=4;
b) feu un grafic dels elements del problema;
c) calculeu I'area compresa entre la grafica de f'i les rectes tangents que

heu trobat a I'apartat a).

soLucio
a) [1 punt] La derivadade fés f'(x)=4-2x. Els pendents de les rectes

tangents demanades son f'(0)=4 i f’(4)=—4 La recta tangent en el punt
(0,0)té per equacié y =4x ila recta tangent en el punt (4,0)és
y=—4x+16.

| Puntueu 1 punt per cada tangent trobada. Penalitzeu els errors de calcul.

b) [1 punt]
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c) [2 punts] La interseccié de les dues tangents és el punt P = (2,8) (vegeu la

grafica). L’area demanda la calcularem en dos trossos: I'area per sota de
y=4x ipersobrede f(x) entre0i2:

7 x’ ’ 8
J‘(4x—4x+x2)dx:{—} ==
) 3

3
0
| 'area per sota de y =—-4x+16i per sobre de f(x) entre 2i 4:
’ x’ ) 8
[(4x+16—4x+x")dx =| 16x—4x" += | ==.
S 34, 3

En total, 'area demanda és de % unitats d’area.

Puntueu 1 punt pel plantejament correcte (encara que hi hagi errors en el punt
d’interseccié de les tangents) i 1 punt per I'area correcta. Penalitzeu errors de
calcul. Si algu trobar una de les integrals i multiplica el resultat per 2 fent servir la
simetria, obviament té correcte el calcul de l'area.




