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SERIE 2
3z — b — 2
1.- Trobeu les asimptotes de la funcié f(z) = L T2
22 —4x -5
[2 punts]
Solucioé

Comencem buscant les asimptotes verticals. Per fer-ho, igualem el denominador de la funci6é a zero i
resolem l’equaci6 resultant.

44 /42 -4 (=5 4+6
-4z —5=0 < = 5 ( ): 5 <~ =50 z=-1.
Aix0 ens indica que les possibles asimptotes verticals son x =5 i £ = —1. Comprovem si ho sén o no.

323 —br—2 348 323 — bz —2 348

a Jim &= =~ *_2° _ _o: lim 22— 97— 2 2%
o5~ 22 —4dz—5 0" 0 e 24z -5 0F

. 323 —5r—2 0 . (2 +1)(32%2 -3z - 2) 2
» lfm ————=(-)= lim N
e——1 22 —4x —5 0 a——1  (z+1)(z—5) 3

O sigui, la funcié té una sola asimptota vertical, z = 5.

O . 323 —br — 2
om ave iy 53— —
la funcié no té asimptotes horitzontals.

= 00 (ja que el grau del numerador és superior al grau del denominador),

Finalment, busquem si la funcié té asimptotes obliqiies. Recordem que so6n de la forma y = ma +n on

m = lim /() in= lim (f(z) —m-x). En el nostre cas,
r—00 T—00
_y 323 — br — 2 s 3z — br — 2 ) = 1t 121’24—101‘—2_12
Mol 42 —5z 0 " TN\ a5 ) TaS% 42 —4z-5

L’asimptota obliqua és y = 3z + 12.

- = 2 : o e, .
2C;x+ L= 3" estudieu-ne la posici6 relativa

2.- Donats el plaw:5zx+y+3z=41ilarectar: {
en funcié del parametre a.

[2 punts]

Solucioé

Un pla i una recta a ’espai R3 poden ser paral-lels, es poden tallar o la recta pot estar continguda al
pla. Per comencar a esbrinar-ho en el nostre cas, busquem el vector normal del pla, al que anomenarem
vy, 1 el director de la recta, v,.

ik
vy =(5,1,3); wv,=|la -1 0|=(-1,—a,2a).
0o 2 1

La recta i el pla es tallen si v 1 v, no son perpendiculars, és a dir, si vy - v, # 0.

Ur-vp = (5,1,3) - (—1,—-a,2a) = =5 —a+6a=5a—-5#0 < a#1.

També podrien comprovar si el vector director de la recta és o no combinacié lineal dels vectors
generadors del pla. Per trobar aquests vectors podem fer

T=A
br+y+32=4 < y=4—5z— 3z < {y:4—5)\—3,u
Z=U
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Podem agafar v; = (1,—5,0) i vo = (0,—3,1). Llavors,
(-1,—a,2a) = a(1,-5,0)+ 5(0,-3,1) <= a=-1, —-ba—-30=-a pf=2a=—a=1.

D’una manera o una altra, per a # 1 la recta i el pla es tallen.

Quan a = 1 encara tenim dues possibilitats: paral-lels o la recta continguda al pla. Per acabar
d’estudiar-ho, busquem un punt de la recta; per exemple, fent y = 0 queda z = 21 z = —3, aconseguint
el punt P = (2,0, —3). Mirem si aquest punt pertany o no al pla m,

5:2+043-(=3)=1#4.

O sigui, P ¢ 7. Per a a = 1, la recta i el pla son paral-lels.
Una forma diferent de resoldre el problema és estudiar el caracter del sistema d’equacions lineals

x4+ y +3z2= 4
ar — vy = 2
2y + 2z = -3

Comprovem quin és el rang de la matriu del sistema, A, calculant el seu determinant (que existeix per
ser una matriu quadrada).

) 1 3
a —1 0|=-5+0+6a—(0+0+a)=>5a—5.
0 2 1

Siba —5 # 0 (¢és adir, si a # 1) tenim que rang A = rang (A|b) = 3, on (A|b) representa la matriu
ampliada del sistema. El sistema és compatible determinat. D’aqui, el pla i la recta es tallen.

Si a =1, calculem el rang de les dues matrius alhora,

5 1 3 | 4 1 -1 |2 1 -1 0 | 2 1 -1 0 | 2
1 -1 0| 2|~[0 6 | —6|~[0 21| —2|~[0 21| —2].
0 21 | -3 0 2 | -3 0 2 1 | -3 0 00 | -1

Llavors, rang A = 2 i rang (A|b) = 3. El sistema és incompatible i, per tant, la recta i el pla son
paral-lels.

_= w O

3.- Considereu tots els prismes rectes de base quadrada amb un volum V fixat. Anomeneu
x el costat de la base del prisma i y a la seva altura. Es demana:

(a) Trobeu I’expressié del volum i de ’area total del prisma en funcié de les variables x i
Y.

(b) Comproveu que el que té area total minima és en realitat un cub.

[0,5 punts per lapartat a; 1,5 punts per apartat b]

Solucié

Amb les notacions de I’enunciat,
V=ay;, A=22>+4xy.

Aillant el valor de la variable y de I’expressi6 del volum, y = V//22. Substituint aquest valor a ’expressi6
que ens doéna 'area obtenim
4V

\%
A:2$2+4x—2:2x2+—.
T z

Per trobar el valor minim de ’area, derivem aquesta expressié respecte de x i la igualem a zero.

A':4x—ﬂ

53 A=0 = 4’4V =0 = 2=VV.
xr
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D’aquiy:K:L: SV—?)

2 3 V2 V2
Per comprovar que es tracta realment d’'un minim, cal trobar la segona derivada de la funcié area i
veure quin signe té per al valor z = V/V:

— V/V. En definitiva, y =z i el prisma és un cub.

8V f
A”:4+ﬁ:>A”(W)>O.

7 3

(a) Comproveu que compleix la igualtat A> —5A = I5, on I, és la matriu identitat d’ordre
2.

4.- Considereu la matriu A = (2 1) .

(b) Utilitzeu aquesta igualtat per a calcular la matriu inversa de A.

_g é), utilitzant la matriu inversa de A.

[0,5 punts per lapartat a; 0,75 punts per Papartat b; 0,75 punts per 'apartat c]

(c) Resoleu I’equacié matricial A- X = (

Solucio

(a) En primer lloc, realitzem els calculs indicats,

2 (21 2 1\ 2 1\ _ /11 5\ (/10 5\ _ /1 0)\_
A 54 = (7 3 7 3 g 7 3) \35 16 35 15/  \0 1) I,
tal com voliem.

(b) Per calcular la matriu inversa de A, cal treure factor comi al membre esquerra de la igualtat
donada, A%2 — 5A = I <= A(A — 513) = I5. Recordant que la matriu inversa de A és aquella que
multiplicada per ella déna la identitat, podem assegurar que

14 e (2 1Y (1 0\_ /-3 1
at—a-sn=(2 9 -s(p V)=(70 )
(c) Tenim que

wx= (g ) = e (9= DY)

8 2

5.- Sigui f(x) = 5 ::_1. Trobeu I’area del recinte limitat per la grafica d’aquesta funcio,
x

leix OX ilesrectesx=0ix=2.

[2 punts]

Solucioé

2
La funci6 solament val zero quan x = 0. Per tant, ’drea demanada és / f(z)dz. La funci6 a integrar

és una funci6 racional amb el grau del numerador major que el denominador. Per tant, haurem de
comengar efectuant la divisi6. Ens queda

82
m =4r — 2+ .
2¢ + 1 2¢ + 1

Llavors,

2 82 2 2 5 2
/0 2$+1da:—/0 <4x2+2x+1>d$—{2x 72x+ln|2$+1|}0
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=[2-22-2-24+In(2-24+1)] = [0—0+1n(0+1)] =4 +1In5 ~ 5,60944 .

z+4 y-1 1
— ="—=2z-1.
-2 -1
(a) Trobeu els dos punts, A i B, de la recta r que estan situats a una distancia d = \/6 del
punt P =(—1,1,2).

(b) Trobeu I’area del triangle de veértexs A, B i P.

6.- Considereu la recta 7 :

[1 punt per apartat]

Solucio

(a) Els punts de la recta r son de la forma Q = (z,y,2) = (=4 — 2¢t,1 — t,1 + t). La distancia d'un
d’ells al punt P és

dQ.P)=\/[-1— (~4— 202+ [L— (L — )2+ [2— (L + )2 = V10 + 10t + 62,

Se’ns demana que d(Q, P) = /6. Per tant, 'equaci6 a resoldre és 10 + 10t + 6t = 6, que té per
solucions t = —1 i t = —2/3. El punts buscats son A = (—2,2,0)i B = (—8/3,5/3,1/3).

(b) L’area del triangle amb veértex A, B i P es pot trobar utilitzant la formula
1 1
§ = SIIPAx PB| = 2 |(A- P) x (B~ P)|.

Com que A — P = (~2,2,0) — (—=1,1,2) = (~1,1,-2) i B — P = (~8/3,5/3,1/3) — (-1,1,2) =
(—5/3,2/3,-5/3), tenim que

ik
(A-—P)x (B—P)= | -1 1 -2 | =(-1/3,5/3,1).
~5/3 2/3 —5/3
En definitiva,
1 V35
§=SlI(=1/3,5/3, )] = —
B yp = IRP x v,|| 35
3 ’ [[or] 6
1
essent R = (—4,1,1) un punt de la recta r. Llavors, S = 5 \/36 . % = \/gg

Encara hi ha una altra forma de resolucié: la férmula de Hero,

S = \/m(m— a)(m—"b)(m—rc),

on m és el semiperimetre del triangle i a, b i ¢ les longituds dels costats. En el nostre cas,

V6
o _ d(A,P)+d(B,P)+d(A B) _ \f6+\/6+? R

2 2 6

[ FE -2

Per tant,

6 3 6



