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SERIE 1

Exercici 1

11.

Com que les tres funcions que defineixen f sén continues en els seus respectius
intervals de definicidé, només cal imposar que f sigui continua als punts de contacte,
x=0ix=2.Tenim

lim f(x) = lim 5e** =5,
x—-0" x-0"
f(0) =5e% =5,
. _ . 2 _ 2
,}L%Lﬂx) = xll)r(r)1+(x +m)“+1=m*+1.
Per tant, la funcid f és continua en x = 0 si i només si m? +1 =5, cosa que passa si i

només si m = +2. D’altra banda,
xligl_f(x) = xligl_(x +m)?+1=02+m)?+1,
f2)=1,
lim 6 = fim 1 =1,
i la funcié f és continua en x = 2 si i només si (2 + m)? + 1 = 1, cosa que passa si i

nomeés si m = —2. Per tant, la funcio és continua en tots els punts només quan m =
—2.
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1.2,

La grafica corresponent és:

- " . ) -b
Per representar la funcié quadratica es pot calcular el vértex amb la formula x = o=

2 0 bé observar que és una translacio 2 unitats a la dreta i una unitat amunt de la
parabola y = x2.

Es clar, fins i tot sense la grafica, que la funcio és positiva en tot el seu domini. Per tant
per calcular 'area demanada ens cal calcular la integral definida:

3 0 2 5
A=f_1f(x)dx=f_15e2"dx+fo((x—z)2+1)dx+f21dx=

2

5 .1° (x — 2)3 5 8
— |2 2x A S=———4+2+-+3-2 =~ 783
[ze ]_1+[ 3 +x0+[x]2 5 2e2+ +3+ ,83 u
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1.3.

Com que el primer tram de la grafica és creixent, i el tercer és pla, només pot haver-hi
punts amb pendent negativa al tram del mig. Volem un punt on el pendent sigui —2,
per tant derivem el tram parabdlic i igualem la derivada a —2:

2(x—-2)=-2 — x=1.
La recta tangent al punt (1, (1)) = (1,2) és

y=—2==-2(x—-1) — y=-2x+4

Pautes de correccio: (1.1) Compteu 0,25 punts per justificar que ja és continua fora
dels punts de contacte; 0,25 per estudiar cadascun dels dos contactes, i 0,25 per
combinar-ho i donar la resposta final correcta. (1.2) Compteu 0,25 per I'esbés de la
grafica; 0,25 pel planteig correcte de I'area com a suma d’integrals; 0,25 pel calcul de
la integral de la part exponencial, i 0,25 per la integral de la part parabolica. (1.3)
Compteu 0,25 per trobar el punt i 0,25 pel calcul de I'equacio de la recta tangent.
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Exercici 2

2.1.

La matriu de coeficients i la matriu ampliada del sistema soén:

1 m 1 _ 1 m 1
1 3 1 i A=(1 3 1
m 1 1 m 1 1

Calculant el determinant de la matriu 4, tenim

A

4
5)
4

=3+m?+1-3m—-1-m=m?—-—4m+ 3.

[EEGURG Y

S kR

m
3
1

Per obtenir els valors critics, fem

44V16-12 _

3, 1.
2

[Al=0 = m?—-4m+3=0=m=

Enelcas m # 1,3, tenim |4| # 0, rang(4) = rang(A) = 3 i, com que hi ha tres
incognites, el sistema és compatible determinat.

Enelcasm =3, tenim |A| =0 g i| # 0 per tant rang(A) = 2. Per altra banda,

13 4 [1 3 4
1 3 s5|= 01=—|§ i|=8¢0
3 3 1 4

i deduim que rang(A4) = 3 i que el sistema és incompatible en aquest cas.

Finalment, en el cas m = 1, tenim |A| = 0, 1 §| # 0, rang(A) = 2, i també

rang(A) = 2 per tenir la primera i tercera files iguals. En aquest cas, el sistema és
compatible indeterminat amb un grau de llibertat.

2.2,

Es tracta de tres plans a I'espai, que estan en diverses posicions relatives depenent
del valor del parametre: d’acord amb la discussié de I'apartat anterior, sim +# 1, 3, el
sistema és compatible determinat, la qual cosa significa que els tres plans es tallen en
un unic punt comu. Si m = 3 és incompatible, cosa que vol dir que no tenen cap punt
en comu: aixo es pot veure directament observant que, en aquest cas, el primer pla,
x+3y+2z=4,ielsegon, x + 3y + z = 5, son paral-lels i no coincidents. Finalment, si
m = 1 el sistema és compatible indeterminat amb un grau de llibertat i els tres plans
s’intersequen en una recta comuna. Per trobar-ne I'equacié cal resoldre el sistema en
aquest cas:
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x+y+z=4

x+3y+z=5 o x+y+z=_4}=>x+y=_4—l}’
X+ y+z=4 Flh:mx+3y+2—5 Ex+3y_5_l
4—-1 1
|5_/1 3] 12-31-5+4+41 7-21
= |1 1 2 -2
1 3
1 4-2
1 5—-1 5—-1—-4+1 1
Y= L1 = 2 =7
1 3

La solucié del sistema son tots els punts de la forma (%1%/1) per 1 € R. Es adir, la
interseccid dels tres plans, en aquest cas, consisteix en la recta d’equacio (x,y,z) =

7 1
(5,5, 0) +2(=1,0,1).

2.3.

. L e g . , 11
Per a m = 1, el sistema té infinites solucions, una de les quals és (x,y,z) = (3,5,5),

. 1 . s P
precisament la que correspona A = > Per tant, qualsevol nova equacio que també

tingui aquest punt com a solucid, per exemple x = 3, i que doni una matriu de
coeficients total de rang 3, convertira el sistema en compatible determinat amb el punt
desitjat com a unica solucié; 'equacié proposada ho compleix:

1 11
=rang|{1 3 1|=3.

1 0 0

rang

=
O W R
oOR R R

Criteris de correccio: (2.1) Compteu 0,25 punts per calcular el determinant i trobar
els dos valors critics, i 0,25 punts per la discussio de cadascun dels tres casos. (2.2)
Compteu 0,25 punts per cadascuna de les tres interpretacions geometriques i 0,25 per
la resolucié del sistema en el cas m = 1. (2.3) Compteu 0,5 punts per donar I'equacié
demanada i raonar que és valida.
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Exercici 3

3.1.

Calculem primer la probabilitat que un seguidor del grup aconsegueixi comprar una
entrada al web. Considerem els successos:

ES = “Obtenir entrada al sorteig”,
W = “Intentar comprar-la al web”,
EW = “Aconseguir entrada al web”.
A partir de les dades de I'enunciat, tenim que
P(ES) = 0,16,
P(W) =(1-0,16)-6/7 = 0,72,
P(EW) = P(W)-0,25 = 0,18.

Per tant, en total el 16 + 18 = 34 per cent dels seguidors d’aquest grup al municipi
aconsegueixen entrada per al concert. Si el 16% dels seguidors corresponen a 24
persones, el 34% correspondran a:

2_X 53X 5 x=17-3 =51 persones.
16 34 2 34
3.2,

Sigui noE el succés “No tenir entrada per al concert”. Ens demanen P(W|noE). Per la
llei de Bayes,

P(moE|W)P(W)

P(W|noE) = B(nok)

De I'apartat anterior sabem que la probabilitat de tenir entrada és del 34%, per tant
P(noE) =1—-0,34 = 0,66. Sabem també que P(W) = 0,72 i P(noE|W) =1—-0,25 =
0,75. Per tant,

P (W noE) = 075072 _ o
mOEIE 066 O
3.3. Tenim la funcié polindmica S(t) = —t3 + 12t> — 30t + 90, al'interval t €

[0, 5]; obviament és continua, per ser polindbmica. L’enunciat ens demana si en algun
moment S(t) valdra 100, és a dir,

—t3 + 12t> — 30t + 90 = 100.
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Si considerem la nova funcié D(t) = S(t) — 100, el problema es transforma en saber
si D(t) = 0 enalgun momentt € [0,5]. Com que D també és continua, i tenim que

D(0)=-10 <0 i D() = 15 > 0,

es compleixen les hipotesis del teorema de Bolzano i, per tant, es pot afirmar que
existeix un punt ¢ € (0,5) tal que D(c) = 0. Aproximem-lo amb una décima de
precisio:

D(2) = =30 < 0 = 3c € (2,5) talqueD(c) = O,
D(4) = -2 < 0= 3c € (4,5) talque D(c) = 0,
D(4'5) = 6'85 > 0 = 3Jc € (4,4'5) talque D(c) = O,
D(4'2) = 1592 > 0 = 3c € (4,42)talqueD(c) = 0,
D(41) = —0'201 < 0 = 3¢ € (4'1,42)talque D(c) = 0.

Aixi doncs, els llums de la sala s’activaran aproximadament al cap de 4,1 minuts
d’haver comengat a sonar la cangd més famosa del grup.

Criteris de correccid: (3.1) Compteu 0,5 punts per calcular el percentatge de
seguidors que obtenen entrada, i 0,25 punts pel nombre de persones que aixo
representa. (3.2) Compteu 0,25 punts pel planteig del problema i 0,5 pel calcul de la
probabilitat demanada. (3.3) Compteu 0,25 punts pel planteig del problema i per
comentar la continuitat de la funcid; 0,5 per la primera aplicacié del teorema de
Bolzano correctament raonada, i 0,25 punts per I'aproximacié fins a una décima.
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Exercici 4

OPCIO A.

Anomenem x a la longitud en metres del primer tros de barana, amb el qual es fara el

tancat circular; de l'altre tros, de 10 — x metres de longitud, se’n fara el tancat quadrat.
, , . N . . N X .oy

Com que x ha de ser el perimetre d’una circumferéncia, el seu radi serar = el 'area

2
d’aquest espai circular delimitat valdra 4, =« (%) . Per altra banda, com que 10 — x

y . s N 10—x . |y , .
és el perimetre d’'un quadrat, el seu costat sera ¢ = Tx i 'area d’aquest espai quadrat

N 10—
valdra 4, = ( ” ad

2
) . Aixi la funcid a minimitzar és

AC) = (x)2+(10—x>2_x2+100—20x+x2_(4+7r)x2—207rx+100n
=T on 4 ) T an 16 - 16m '

Derivem i busquem els punts critics

(8+ 2m)x — 20w 207
=0 — x= ~ 4 4m.

A(x) =
(x) 167 8 + 21

Per assegurar que es tracta d’'un minim, podem fer la segona derivada i comprovar
que és positiva:

8+ 2m
16w

> 0.

A”(X) —

Aixi doncs, per tal de minimitzar la superficie total dels dos espais, 'arquitecte d’aquest
poble haura de fer un tancat circular amb 4,4 m de barana i un tancat quadrat amb els
5,6 m restants. La superficie total dels dos tancats sera de

(4+1) 4,42 —20m - 4,4 + 1007

A(4,4) = o ~ 3,5m?2.

Criteris de correccio: Compteu 0,25 punts per plantejar el perimetre de la
circumferéncia; 0,25 punts pel perimetre del quadrat, i 0,5 punts per I'expressio de
I'area total en funcié d’una sola variable. Compteu 0,5 punts per la derivada i obtencio
del punt critic; 0,5 per comprovar que es tracta d’'un minim, i 0,5 per la resposta final,
incloent-hi les dues longituds i el valor de 'area minima.
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OPCIO B.

41.

Comencem trobant els vectors Td =(2,-2,1)i PR = (0,1,2). El vector normal al pla
buscat és

I T A A
i =PQ xPR=|2 -2 1|=—4i+2k—i—4j=(-5-4,2).
0 1 2

Aixi doncs el pla buscat té equacié de la forma 5x + 4y — 2z + D = 0. Substituint les
coordenades del punt R a I'equacié anterior deduim D = —7 i, per tant, 'equacié
buscada és

m: 5x +4y—2z—-7=0.

4.2,

i pensem el triangle APQR amb base PQ, aquesta mesura

d(P,Q) =3B -12+(-2-0)2+(0+1)2 =9 =3.
Per altra banda, la recta W té equacio
(x,v,z) =(1,0,-1) + A(2,—-2,1) = (1 + 24, -21, -1+ 1),

i vector director (2,—2,1). Per tant, el pla perpendicular que passa per R té equacio de
laforma 2x —2y+z+D =0,amb2—-2+4+14+D =0 — D = —1. | la projeccié de R
sobre la recta PQ sera la interseccié del pla 2x — 2y + z— 1 = 0 amb la recta PQ, és a
dir

20 +20) -2(-20)+(-1+A1)—-1=0 —91=0 — 1 =0,

és el punt (1,0, —1) (és casualitat que sigui P; aix0 vol dir que I'angle RPQ és recte).
Aixi I'area del triangle APQR és

base - algada _d(P,Q)-d(P,R) 3-(1—-1)2+(1—-0)2+1+1)?
2 B 2 B 2

Area(PQR) =

Alternativament, també podem calcular 'area més rapidament, aprofitant el producte
vectorial de I'apartat anterior i la formula

~|PG x PR| =3 /(=52 + (-9)2+ 22 = Va5 = 2 V5u?,
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4.3.

El volum del tetraedre determinat pels punts P,Q,R, S és

. 3V5
Area(PQR) - algada —— d(s,m)

lum(PQRS) =
Volum(PQRS) 3 3

Com que la distancia del punt S = (x,y,z) alplam:5x + 4y —2z—7 =0¢és

|5x+4y—22—7|_|5x+4y—22—7|

a(s,m = J5Z+42+(=2)2 V45 '

el lloc geométric dels punts S tals que el tetraedre format per P, Q, R, S tingui volum 1 ve
donat per

3V5 |5x +4y —2z -7

2 3v5
3

=1,

5x +4y —2z—7 = +6,
és a dir, son dos plans paral-lels al pla &, d’equacions
5x+4y—2z—1=0, i Sx+4y—2z—-13=0.
Criteris de correcci6: (4.1) Compteu 0,75 punts pel calcul de 'equacié correcta del
pla. (4.2) Compteu 0,5 punts pel calcul de la base i I'algada del triangle, i 0,25 per

'area. (4.3) Compteu 0,5 punts pel planteig i desenvolupament del problema; 0,25 per
tractar correctament el valor absolut i 0,25 per les equacions dels dos plans finals.
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SERIE 5

Exercici 1

1.1. Per trobar els punts de tall entre parabola i hipérbola, resolem 'equacié f(x) = g(x):

8
—x24+5x=8———
X

(x+1)(—x*+5x)=8x+8-8
—x3 4+ 4x? + 5x = 8x

x(—x% +4x —3) = 0.

Les solucions s6n x=0 i x

_ _4i@ _ —:_rz _ {; . Per tant, es tallen

exactament en tres punts. Calculant les seves imatges, es tracta de (0, f(0)) =

(0,0), (L, f(D)) = (LD i(3,f(3)) = (3,6).

1.2. Com que no hi ha més punts de tall que els tres calculats a I'apartat anterior, entre
1 3 les grafiques no es toquen (de fet, f esta per damunt de g) i 'area demanada és

3

A =f13(f(x)—g(x)) dx:f1 (—x2+5x—8+%) dx

x3  5x2 3

=[—?+T—8x+81n(x+1)]1=

—( 278 iial 4) ( 1.5 gisl (2))— 20 4482

“\"3 73 n(4) 372 me))==-3 n
—0.878.. uZ
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1.3. Efectivament f(x) té arrels als punts d’abscisses 0i5, f(0) = =02+ 0 = 0i f(5) = =52 +

25 =0. La parabola y = f(x) té el vertex situat al punt —2x+5=0 — x zg, que
efectivament té per imatge f (g) = —24—5 + 22—5 = % = 6,25.
A més, y = f(x) és I'inica parabola amb aquestes dues propietats ja que qualsevol que

les compleixi haura de ser de la forma f(x) = ax(x — 5); i com que el vértex ha d’estar

al punt mig de les dues arrels x = Ozi = g i ha de tenir imatge 6,25, tindrem

625=f(3)=as(3-5)=a - (-Z)=-625a

Per tant a = —1, i I'Ginica parabola és f(x) = —1-x(x — 5) = —x? + 5x.

Criteris de correccio: (1.1.) Compteu 0,5 per plantejar i desenvolupar 'equacio, i 0,25
pels punts de tall. (1.2.) Compteu 0,25 pel planteig correcte de 'area, 0,5 pel calcul de
la primitiva, i 0,25 pel resultat final. Penalitzeu 0,25 si resten les funcions al revés i/o
donen com a bona una area negativa. (1.3.) Compteu 0,25 per la comprovacio de les
dues propietats demanades i 0,5 per la justificacié que és I'inica parabola que les
compleix.
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Exercici 2

2.1. El producte MN i el seu determinant donen

3 1 ~
MN:(kil 51-2)'0”4'0>=Q£j55ki1 k—i—z)

0 2
e 3=k ek —9k—18—6k+6=3(k 3k - 4),
que és zero per als valors k ) N -~ 4,—1. Per tant, la matriu MN és

2 2
invertible per a tot k excepte k =4ik = —1.

2.2. El producte NM dona

31 k+8 8 -1
NM=<k—1 o)-(ki1 M _01)=(3k—3 3k —3 0).

0 2 2k — 2 -2 -2

Com que la primera columna és igual a la segona menys k vegades la tercera, el
determinant és sempre zero i la matriu NM no és invertible per cap valor de k.
Alternativament, es pot calcular el determinant i veiem que déna zero independentment
de k:

k+8 8 -1 k+8 8 -1
3k—3 3k—-3 0|=236k-3)| 1 1 0=
2k —2 -2 -2 k-1 -1 -1

=23k —-3)(-k—8+1+k—-1+8)=0.
2.3. En forma matricial es tracta del sistema d’equacions
PSR
k-1 -1 —-11n/,

Com que |_31 _01| = —3 # 0, el rang de la matriu de coeficients és 2 i el de 'ampliada

també, independentment dels tres parametres. | com que hi ha 3 incognites, aquest
sistema és compatible indeterminat per qualssevol valors de m, de n i de k.

Criteris de correccié: (2.1.) Compteu 0,25 pel producte matricial, 0,25 pel calcul del
determinant, i 0,25 per donar la resposta correcta. (2.2.) Compteu 0,25 pel producte
matricial, 0,25 per argumentar que el determinant és sempre zero, i 0,25 per deduir la
resposta correcta. (2.3.) Compteu 0,25 per interpretar el sistema d’equacions demanat,
0,5 per calcular els rangs, i 0,25 per donar la resposta correcta.
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Exercici 3

3.1. Considerem els successos aleatoris seguents:
Ll = "llegir almenys dos llibres al mes”,
E = “‘fer un minim de quatre hores setmanals d’esport”.

Les dades del problema ens diuen que P(Ll) = 0,6, P(E|Ll) = 0,7, i P(E|Ll) = 0,5.
Podem visualitzar-les en el diagrama d’arbre adjunt:

\ 0’5///7 g
0.4 s Ll ~

©
N
o

Pel teorema de la probabilitat total:
P(E) = P(Ll) - P(E|L) + P(LL) - P(E|LL) = 0,6-0,7+ 0,4-0,5 =

=0,42+ 0,20 = 0,62.

3.2. Per la férmula de Bayes:

P(LLNE) P(E|LL)-P(LL) 03-0,6 _
P(E)  1-P(E)  1-062

P(LL|E) = 0,47 ...
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3.3. Cal trobar els valors maxim i minim absoluts de la funci6 f(x) =7 —x + In(2x — 1)
en linterval [1, 6]. La derivada de f(x) és f'(x) = —1 +%, que s’anul-la només per

x = ; Aquest punt critic es correspon a un maxim local, ja que la funcio (a la vista del
signe de la derivada) creix per x < %i decreix per x > % Comque f1)=7—-1+1In1=
6, f@) =7-24In2~6,19,i f(6) =7 —6+In11 ~ 3,4, deduim que el maxim i
minim absoluts de la funci6 a linterval [1,6] son als punts f(g) ~ 6,191 f(6) = 3,4,

respectivament. Per tant, segons aquest model, 'Alba ha practicat entre un minim de
3,4 i un maxim de 6,19 hores per setmana d’esport.

Criteris de correccioé: (3.1.) Compteu 0,25 per plantejar la llei de la probabilitat total,
0,25 per idenficar les dades del problema, i 0,25 pel calcul. (3.2.) Compteu 0,25 per
plantejar la féormula de Bayes (o la formula de la probabilitat condicionada) i 0,5 pel
calcul. (3.3.) Compteu 0,25 per la derivada i per detectar que 3/2 és I'inic punt critic,
0,25 per les zones de creixement i decreixement, 0,25 per argumentar el maxim global,
i 0,25 per argumentar el minim global.
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Exercici 4
OPCIO A.

4.1. Usarem l'expressio de la recta punt-pendent, y — f(x) = m(x — x4). Com que la
recta buscada ha de passar pel puntxy = —1, f(xo) = —1, i hade tenir pendent f'(xg) =
f'(—1) = 2 (tal com es veu al grafic), 'equacio de la recta tangent a la funcié f(x) en el
punt x, = —1 sera

y—=(-D=2-(x—(-1)) — y+1=2-(x+1) — y=2x+1

4.2. Els punts critics de f(x)s6n aquells que satisfan f'(x) = 0. Del grafic es veu
clarament que sén els punts x = -2, x = 0, i x = 1: aquestes abscisses son possibles
extrems relatius de la funcio f(x).

Com que f'(x) és creixent en x = —2, la seva derivada en aquest punt sera positiva,
f"'(=2) > 0, i aixd vol dir que x = —2 és un minim local de f(x).

Analogament, com que f'(x) és positiva immediatament abans de x = 1, i negativa
immediatament després, la funcié f(x) és creixent abans de x = 1 i decreixent després;
per tant x = 1 és un maxim local de f(x).

El punt x = 0 és diferent. Tant abans com després f'(x) és positiva per tant, f(x) és
creixent en el punt x = 0. Perd a més, f'(x) és decreixent abans de x = 0 i per tant la
seva derivada (és a dir, f"'(x)) és negativa, mentre que és creixent després de x =0 i
per tant f”'(x) és positiva. Aixo vol dir que la funcié f(x) és convexa abans de x = 0 i
concava després. Per tant, el punt x = 0 és un punt d’inflexié de f(x).

4.3. Com que f(x) és una primitiva de f'(x), I'area que ens demanen és facil de calcular
usant la regla de Barrow (i usant les dades f(0) = —0,2i f(—1) = —1):

0
4= f F100 dx = [FG)1% = F(0) — f(=1) = —0,2 — (~1) = 0,812,
-1

Criteris de correccio: (4.1.) Compteu 0,5 per determinar el pendent de la recta tangent
a partir del grafic, i 0,5 per 'equacio de la recta. (4.2.) Compteu 0,25 per la llista de punts
critics, 0,25 per deduir que x = —2 és un minim, 0,25 per deduir que x = 1 és un maxim,
i 0,25 per deduir que x = 0 és un punt d’inflexio. (4.3.) Compteu 0,25 per reconéixer que
f(x) és una primitiva de f'(x), i 0,25 pel calcul de I'area.
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OPCIO B.

4.1. Calculem la distancia entre els punts A(1,2,3) i B(5,3,7):

d(A B) = ||[AB|| = 1(4,1,0)] = V42 + 12 + 42 = V33 ~ 5,74 cm.

Per tant, el sensor ha recorregut 5,74 cm.

4.2. Hem de calcular la distancia del punt B al pla &, d(B, ). Per fer-ho, necessitem
'equacié general del pla:

x—6 y—-1 z-1
1 1 0 |=0e=x-6—-(y-1)=0= x—y—-5=
0 0 1

Aplicant la férmula de la distancia punt-pla, obtenim

4B 1-5-1-3+0-5_3
, ) = === 4 cm.
JIZ+(=DZ+02 V2

4.3. Per trobar el punt de xoc, hem de buscar el punt de tall del pla T amb la recta que
passa per A i per B. Primer explicitem I'equacié d’aquesta recta:

(,v,2) =(1,2,3) +A(4,1,4) = (1 + 44,2+ 4,3 + 44),
i ara busquem el punt en comu imposant I'equacio del pla:
1+441-2+21)—-5=0,
don31—6=0iA4=2.Aix0 vol dir que el punt de xoc és
(x,y,z) =(1,2,3) + 2(4,1,4) = (9,4,11).

Criteris de correccié: (4.1.) Compteu 0,5 pel calcul de la distancia entre els dos punts.
(4.2.) Compteu 0,5 per trobar I'equacié general del pla i 0,5 pel calcul de la distancia.
(4.3.) Compteu 0,5 per I'equacio de la recta i 0,5 pel calcul del punt interseccio.





